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EXAMPLES OF MAPPINGS WITH S-AVERAGED CHARACTERISTIC
U.K. Asanbekov, A.N. Malyutina
In the present paper we give examples showing that, in contrast to mappings with bounded distortion,
for mappings with s-averaged characteristic, for which the integrals are bounded, the boundedness of
the multiplicity and the degree on compact sets in D, in general, does not hold.
Keywords: boundedness, homogenization, compactness.
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О СИММЕТРИЧНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ СО СВОЙСТВОМ КАТО
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Говорят, что банахово пространство X имеет свойство Като, если каждый линей-
ный строго сингулярный оператор, действующий в X , компактен. Уточняя некоторые
недавние результаты, мы доказываем, что этим свойством обладает широкий класс
2-дизъюнктно однородных симметричных пространств.
Ключевые слова: симметричное пространство, компактный оператор, строго си-
гулярный оператор, 2-дизъюнктно однородная банахова решетка.
Напомним, что линейный оператор, ограниченный из одного банахова про-
странства в другое, называется строго сингулярным, если никакое сужение его на
бесконечномерное подпространство не является изоморфизмом. Это понятие было
введено Т. Като в связи с решением некоторых проблем теории возмущений фред-
гольмовых операторов [1].
Как легко видеть, множество всех строго сингулярных операторов образует за-
мкнутый операторный идеал, который содержит идеал компактных операторов.
В то же время, согласно классической теореме Ж. Калкина [2] последний являет-
ся единственным нетривиальным замкнутым идеалом операторов, ограниченных
в гильбертовом пространстве. Поэтому в этом случае идеалы строго сингулярных
и компактных операторов совпадают [1]. Аналогичный результат верен также для
пространств lp , 1≤ p <∞, и c0 [3], и, как совсем недавно было доказано в работе [4],
для некоторого класса 2-дизъюнктно однородных симметричных пространств.
Будем говорить, что банахово пространство X имеет свойство Като, если каж-
дый линейный строго сингулярный оператор, действующий в X , компактен в этом
пространстве. Напомним также, что банахова решетка X называется 2-дизъюнктно
однородной, если всякая последовательность попарно дизъюнктных нормирован-
ных элементов в X содержит подпоследовательность, эквивалентную каноническо-
му базису в l2.
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Теорема 1 [4].Пусть X — 2-дизъюнктно однородное симметричное пространство
на [0,1] такое, что X ⊃ Lp при некотором p <∞. Тогда каждый строго сингулярный
оператор, действующий в X , компактен.
Цель этой заметки состоит в распространении теоремы 1 на болееширокий класс
2-дизъюнктно однородных симметричных пространств.
Напомнимнекоторые определения из теории симметричных пространств (более
полную информацию см. в [5]).
Банахово пространство X измеримых на [0,1] функций называется симметрич-
ным (или перестановочно-инвариантным), если 1) оно идеально, т.е. из неравенства
|x(t )| É |y(t )| для п.в. t ∈ [0,1], где функция x измерима по Лебегу, а y ∈ X , следует
x ∈ X и ∥x∥X É ∥y∥X ; 2) из равноизмеримости функций x и y ∈ X , т.е. равенства
µ({t ∈ [0,1] : |y(t )| > u})=µ({t ∈ [0,1] : |x(t )| > u}), u > 0,
где µ(E) —мера Лебега множества E ⊂R, вытекает x ∈ X и ∥x∥X = ∥y∥X .
В частности, любаяизмеримаяна [0,1]функция x равноизмерима со своейневоз-
растающей непрерывной слева перестановкой
x∗(t ) := inf{u ≥ 0 : µ({s ∈ [0,1] : |x(s)| > u})< t }, 0< t ≤ 1.
Для каждого с.п. X на [0,1] справедливы непрерывные вложения: L∞ ⊂ X ⊂ L1.
Важный и наиболее известный пример симметричных пространств — Lp -
пространства, 1≤ p ≤∞, с обычной нормой. Их естественным обобщением являют-
ся пространства Орлича. Пусть M(t ) — возрастающая выпуклая функция на [0,∞),
M(0) = 0. Пространство Орлича LM состоит из всех измеримых на [0,1] функций x,
таких, что норма
∥x∥LM := inf
{
u > 0 :
ˆ 1
0
M
( |x(s)|
u
)
d s ≤ 1
}
конечна. В частности, если M(t )= t p , 1≤ p <∞, получаем Lp-пространства. Замы-
кание L∞ в пространстве Орлича, построенном по функции M(t ) = e t 2 −1, обычно
обозначается черезG . Хорошо известно (см. [6] или [7, лемма 3.2]), что x ∈G, если и
только если
lim
t→0
x∗(t )
ln1/2(e/t )
= 0.
Из последнего соотношения, в частности, легко видеть, что G
̸=⊂ Lp для каждого p <
∞. Поэтому следующее утверждение является усилением теоремы 1.
Теорема 2. Пусть X — 2-дизъюнктно однородное симметричное пространство на
[0,1], X ⊃G . Тогда каждый строго сингулярный оператор, действующий в X , компак-
тен.
Доказательство. Пусть линейный оператор T : X → X строго сингулярен. Так
как пространство X 2-дизъюнктно однородно, то ввиду [4, лемма 2.10] достаточно
показать, что множество T ([−x, x]), где [−x, x] := {y ∈ X : |y | ≤ x}, относительно ком-
пактно в X для каждого x ∈ X , x ≥ 0.
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ЕслиT не компактен, то существуют x ∈ X , x ≥ 0, и последовательность {gn}из по-
рядкового интервала [−x, x] такие, что последовательность {T gn} не содержит фун-
даментальных в X подпоследовательностей. Из условия ясно, что в X нет подреше-
ток, изоморфных l1 или c0. Следовательно, X рефлексивно [8, теорема 14.23]. Поэто-
му, последовательность, образованная разностями элементов некоторой подпосле-
довательности {gn} слабо сходится к нулю в X . Обозначив ее через { fn}, согласно
предположению имеем
∥T fn∥X ≥α (1)
для некоторого α> 0 и всех n ∈N.
Так как | fn | ≤ 2x и норма пространства X абсолютно непрерывна, то для каждого
ε> 0 существует такое M > 0, что
∥ fnχ{| fn |≥M }∥ < ε для всех n ∈N. (2)
Заметим, что последовательность f Mn := fnχ{| fn |<M } содержится в интервале
[−M , M ], и, значит, снова переходя к подпоследовательности, можно считать, что
{ f Mn } сходится слвбо в X к некоторому f ∈ [−M , M ]. Поэтому, если zn := f Mn − f , то
|zn | ≤ 2M и zn w→ 0 в X . Более того, так как fn w→ 0 в X , то ввиду (2) ∥ f ∥X ≤ ε. Значит,
в силу (1) и (2)
∥Tzn∥ ≥ ∥T f Mn ∥−∥T f ∥ ≥ ∥T fn∥− (∥T ( fnχ{| fn |≥M })∥+∥T f ∥)≥α−2∥T ∥ε.
Отсюда, если ε удовлетворяет неравенству ε<α/(4∥T ∥), то
∥Tzn∥ ≥ α
2
для всех n ∈N. (3)
Так как |zn | ≤ 2M и zn w→ 0 в X , то zn w→ 0 и в L2. Поэтому согласно [7, теорема 9.2
и следствие 9.1] последовательность {zn} содержит такую подпоследовательность
(обозначаем ее по-прежнему через {zn}), что для некоторого C ≥ 1 и любых an ∈ R,
n = 1,2, . . . , и τ> 0
µ
{
t ∈ [0,1] :
∣∣∣ ∞∑
k=1
an zn(t )
∣∣∣> τ}≤Cµ{t ∈ [0,1] : ∣∣∣ ∞∑
k=1
anrn(t )
∣∣∣>C−1τ},
где rn(t ) := sign sin(2nπt ), 0≤ t ≤ 1, — функции Радемахера. Так как X ⊃G, то после-
довательность {rn} эквивалентна в X каноническому базису в l2 (см., например, [7,
теорема 3.1]). Таким образом, в силу предыдущего неравенства, а также [5, след-
ствие 2.4.2]∥∥∥ ∞∑
k=1
anTzn
∥∥∥
X
≤ ∥T ∥
∥∥∥ ∞∑
k=1
an zn
∥∥∥
X
≤C 2∥T ∥
∥∥∥ ∞∑
k=1
anrn
∥∥∥
X
≤C ′∥T ∥∥(an)∥l2 . (4)
Тем самым, применяя [8, предложение 2.1], получим, что ∥Tzn∥L1 → 0 при n →
∞. Сопоставляя это соотношение с (3) в силу классической альтернативы Кадеца-
Пелчинского [10] заключаем, что из {Tzn} можно выделить подпоследовательность
(оставляем для нее прежнее обозначение), эквивалентную в X некоторой последо-
вательности попарно дизъюнктных функций. Так как X — 2-дизъюнктно однород-
ное пространство, то можно считать, что {Tzn} эквивалентна в X каноническому
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базису в l2, т.е. для некоторого C1 > 0
C−11 ∥(an)∥l2 ≤
∥∥∥ ∞∑
k=1
anTzn
∥∥∥
X
≤C1∥T ∥∥(an)∥l2 .
Отсюда и из (4) следует, что обе последовательности {zn} и {Tzn} эквивалентны в
X каноническому базису в l2. В итоге оператор T является изоморфизмом на бес-
конечномерном подпространстве пространства X , порожденном последовательно-
стью {zn}. Так как это противоречит строгой сингулярности T , то теорема доказана.
Работа подготовлена в рамках выполнения госзадания Минобрнауки, проект
1.470.2016/1.4, а также частично поддержана Российским фондом фундаменталь-
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ON SYMMETRIC SPACES WITH KATO PROPERTY
S.V. Astashkin
A Banach space X is said to have the Kato property if every linear strictly singular operator in X is
compact. Refining some recent results, we prove that there is a wide class of 2-disjointly homogeneous
symmetric spaces that possess this property.
Keywords: symmetric space, compact operator, strictly singular operator, 2-disjointly homogeneous Ba-
nach lattice.
